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The focus of this paper is to find out theoretically the general solution to 
the problem of two correlative series of N-dimensional random walks with 
arbitrary number of steps. 
In this problem， two particles undergo two correlative series of N-dimens-
ional random displacement Ir hh Ir h2'…………Ir hs (with a constant correlation 
coefficient of I Ir 1t I and 1lI.'μ1)， the magnitude and direction of each displa-
cement in the hth series (h = 1， 2)being independent of al the preceding 
ones. But the joint probabi1ity that a pair of the displacements Ir li， Ir2i lies 
in the in tervals ( Jr1 i.Jr 1 i十 dIl¥i)，(Jr2i， Ir2i十 dIr2i) is governed by a joint 
distribution function assigned a priori. We ask; What is the joint probabi1ity 
P (Rh R2) dR1 dR2 that after s displacements the coordinates of two partic1es 
lie in the intervals (IRlo lRl +dIRl)， (IR2' lR2十dIR2)?It is seen that in this problem 
the position lRh of the particle in the hth series is the resultant of s vectors， 
Irhi (i=1， 2，……s; h = 1， 2). 
First， we calculate the joint probabi1ity distribution density function P (Rb 
R2) in the form of the general series expansion by using a joint characteristic 
function of the Hankel type. And the series expansion expression gi ves the 
general correlations， of which the usual linear correlation coefficient P E of 
R21 and R22 isa first order approximation of correlation. 
Next，. it is seen that our expression agrees with the solution derived already 
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ここにく 〉は Rh んの長さのみに関する平均記号を意味する。題意、のN次元酔歩問題に対しては.N次元
空間内で，
s s 
IR1 = ~ l.'li， IR2 = ~ Ir2i -……….(3) 
なる各酔歩ll'h.i(h = 1. 2)に関する s1固(sはstep数である〉の Vector和田10 IRzを考えることに対応する。ただ
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さらに，どの酔歩にも平等な重みをもたせて考察することから，互に対になった各酔歩IfliとI'2i(i= 1，2，…… s) 
が同一分布にしたがう場合には，Fi (Al，A2)はすべて等しくなれ結局 F(九ん〕は，
F(m)T(m)] m_1 ().lrl)] m-l (AZr2) _ s 
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次に P(R1• R2) を相関の深さによる級数展開の形で導出すべく.Levyの連続定理に照Lて，この特性関数
F(A1.A2) : FO((Al.A2)g(Al.A2) 





r _ fs (r12) ， <) ， s (r22)， <)1i 
FO(Al，ん): expL -r ，i';'/ AJ2+ ~ 4~~ / Az2 tJ .....・ (9)
のごとく採れば，結合確率密度分布P (R1 • R2)の初項は，各々 Rl> R2に関する{阿々の独立な周辺分布 P(Ri) 
(i::: 1.2)の積表示として算出することになる口 L、L、かえれば.g(À J • A2)の第2項以下に RlとR2との聞における
独立性からのずれを反映するのである口
すなわち，
fsくr12)，<) • S (r22)， Q 1 /'r(m)r(m)J明 1(A1rl) ] m-l (A2r2)旦
g(A1，A2) = expf 4示.!.A12+ 4函.!.A2Jく I五万1Jf7li-rF「一〉
¥2 /¥2 I 
のごとく書き改めることができ，これを級数展開表示に直す。
く r(m)r(m叫)J抗札山一-l(はAlνlr川一一(与~)m-l (与ι)11<-1 .-r 
=く三 km~( 二丘 h124.2 F(m~( ゴより22jfi~ i!r(m十i) ¥ 4 J "1 j7o j!r(m+j) ¥ 4 J 
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である。また，
Do = aoo + a01A22 + a02Ae +・....
Dl = al0 +allA22十a12A24+ー....
?，?
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で与えられた記号 Di(i=0， 1 ，2.....・H ・.)を導入して， (1)は
{L: aijAI2iA2j}S= (Do+D山2+D2A14+....・H ・.)S 
i，j 
となり，罵級数の累乗に関する恒等式:
{Do+D1X2十D2X2十 }S :::呈ち 1 似Jj~DotDluD2V......Xl
l=O t+u+v+...... =$ 
u+2v+3w+日…・=1
を利用する。このとき，。必は次の展開表示にまとめられる。ここに，
{H， al'A12lA22l' r =~ ~t\ > ，: L"，，~-__-，-_.----.j以~}
1=0 1'=0 10+/1十・・・ =1' ~t+u+v+ ・… ..=s
u+2v十3w+...=1
....(10) 
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すなわち，独立性からのずれを反映した因子は
r 且「向s(ケ71の2り). Q ， s(ケ722りLlμ2l g瓦(，(ん1>Aωzρ)= ~AんU'寸À 1♂円z1，1'νr-oo ~1 _.Y l 4 m "14m -J 
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となり， ここで.l+i=ρ， l'ートj=qとおくと，
!， ~ Ap_i，q_J (s (712)¥i(s (722)¥j g(At.A2) =日系
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F(~1.~2) =FO(~1> ~2) ・ g(À.h À.Z)
r fs (r12). Q ，S (r22).0 1 "，...，... . 0_.9 = expト r4'すA12+IJ』州
今，ずれの評価に寄与する g(.tl>A2) の各展関係数 B聞を.P. qの値の小なる場合について求めておこう O
Boo = 1. B01 =B10= 0 
B札11 42訪ネキ主一{(仇2)一(r町吋山1♂z
B.， =~くr1Z){くr什22) 一 (r1♂2)くr2♂2)} 
2剖1一 48m3
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のごとく， P 1• R2の分離した各因子の積で表示で、きる。ここで，積分公式(6)
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R12 RZ2 …〕=dZ房)me 初 77kdb7V-G37玩
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4(R1R2)m p (YJ2)S (Y2企l-mnm 
P(RJ.R2)一一 一一一一← ' - r(m)(sくYJ2)/m)(s(r2Z)/m) (1 -ρE)ρEm-J 
r -1 (R12 R22 ¥ 1T I 2v長・ RIRZ ¥ 
×叫 ¥1τ五;-，可再7函+宗万羽Jt1m¥{l-PE)下/(s(r12)lm) (雨z"')1副
. ..(31) 
I 国 (m-j) ( R12 ¥ 〈机ー 1)( Rzz ¥1 = PCR1)PCR2) ~ 1 十~ nPEnB(n. m) L.. -(一一一一一)L.. -{一一一一lfl-. ~l 叫\s<rJ2)/ml -n ¥s(y.})/mIJ 
(RloR2> 0). 
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とおけば，
F().lo i.2) exp{ -sG(;..J，ん)}
となり，また解析の出発点である R1と R2の結合確率密度分布に関する積分表示式(1)において，
U(;.I. i.Z) (i.1i.2)悦]m-l(i.1R1)]m-l(i.2Rz)
とおけば. RJ> R2の結合確率密度分布 P(RloR2)は，
(RIRz)m r国 f∞






の近辺のみを次のように採り上げるものとする。すなわち， G (;.1> i.2)の極小値i..1>i.2は，
。G 8f(ん，ん)/iiA1 8G 8f(;.1.i.2)/ai.2 
oi.1 f(i.1， A2) oん 1(;.1.ん〕
L 、L、かえれば.A1に対Lて，
笠臼I，AZ)-./f_~(_~(m)]札1(;..山〕日 r(m)Jm-l (;.21"2〕¥-1¥
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価には， A1= . I2=Oの近傍のみを考えれば十分であることが分かる口
この結果から.F(.iloAZ)をA1=i.z=0の近傍で展開しよう o (1.61の結果によれば，
F(.iloA2) :EArt'AI2tA22t' 1 +AIOAI2十A01A2+Alli.12Az2 + A20A14十A02AZ4+….. ??????• • • • • • • • ?• • ?
と展開でき，また，各系数Al，はsが十分大なる時.sの項に比例して S2の項が大きく寄与することから，
A，，~ = s(s =-1.~(~12)2 +~くr企一一 争点1"12)2_ 1 ん一一一一、ー ←一一-20 - 2・42m2 2・42m(m+l) r 2・42m2 2 ・..n.10
AI¥9 = S(S=-1 ~くが〉Z + sくre) ← S2くが)2 1 
02 = 2弓偏----r~42m(ゐIT〉-YIE示 2 ・.tlOl
のごとく近似表示できる。また， ~ 4に証明するように，s→∞で、は，
す{(1"121"2) ーく町げ山2吟吹)(1"州〈ケf均d刷22め川勺叫〉リト}ト←一'ψ叫叩ρh附2!J
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を得る。すなわち，特性関数は s→∞のとき，
F(i.J， i.2) = 1 + AOl'h2十AIOAI2+AiOAO山♂十字山今jA24+古(ピ琴亙)2i.12).22十
キ(1 +AIOAI2十字AI4+......)(1 +A10A22 +ヂ仙
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?
Im-1(%) = (+)悦呂ぷ公)寺市τ(+)m-l{l ++ (-~ f} 
であることから，近似関係として次式を得る。
I X '¥2 / X ¥1-悦
1十五ー ト亙-}~rCm)t 一言-) Im-lC%) 
これを岡)に用いれば，特性関数は，
F01，A2) =叫 {AIOA13+AoIA23}rr(m) (よ.〆石市γmんJ'L口町内)1101¥CT.n.Ol1¥2 JL¥2 - 2 /\2--~- 1¥11¥2 J J 
-刷4rl(ffm叫 {-+CJJ/A12+JJlA2)1川〆両亙A1A2(〆PE!Jl!J;t)m-l CAJ:I l-4'~~1 Al- -r ~~2 "-) J.I m-l¥ 
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り上げることができる。すなわち，粒子の位置 Vector1Rを座標成分 %1' %2に分ければ，
4.1 
くR2>=く%12>+く%22> ・ H ・.~開











今，相関ある 2種 Brownian粒子の各位置 Vector1Rb IRzを考察対象にとるならば 1自由度あたりの平均
energyが一定となる倒，側の特性は，今の場合具体的に，








~ 2Ri -fN _ A Ri 証D長
P(Rt，Rz) = n 一一一一 =n一一一e












一一一一一一一一一ニ2moKT ・H ・H ・-…嗣3/2 
なる母数を得ることになる O すなわち， Ili¥. IR2間に何等相闘がない時は，酬の初項に対応して，
Pt2 Pi2 
P(PIP2〕=d -2・Pi，2 ___ e 一三両oKT= I-.-.1立と=--e一三両孟7 ・..・H ・...側







四 (S(YI2)/4m)p(長示刃五五)Q ---V;P!Ii;，q- ......・(開
P. q 0. 1， 2，・
で与えられ，ぁ qが 0なる値をとらぬ場合には，独立性からのずれを反映しているo
次に，P. qの小さな値に対する C珂を舗の性質を基礎にして具体的に算出しておこうo
Co 1. COt C10 0 
Cl1 = S {(rt
ZY2
2)一(Yt2)(Y，2)1 
1 - m2!J{!Jl 
C?1 =~ {(rケ22) ーくr12)<r企L _ S {<t:.l勺;2)一<rのくり笠L ・H ・-…側~t - m252 {52' 2 ~mZ(m十 1 )!J{2!J'Z 
C1?=~くrlY22) 一 (Y12 )くY22 } S {(Y12Y24)一(rt2)(r24)}12一一 m福高J一一一 2嗣五日 1)52品 12
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しかるに， (1)，曲目よりl闘の右辺に対しては，
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する統計量であることから， IRlI r2に関する統計的諸性質を次のごとく['li， Ir 2iに関する統計量から算出す
.....・(72)
ることができるD
I!I'!(ー 1)けl'r(m+1)r(m +1')4l +l'
くRt2lR2Zl'>-.- .， r(m)川市了一一一一一Aur
1，1' 0， 1， 2， .…・
-・.03)
1，1' 0， 1， 2の場合について，側よりくRt2lR2Zl'>を具体的に表示すれば次の関係式を得る口




f . 1¥ 
くR14Rz2>= ¥ 1+石川-1)(s-2)くの2くが>+s(s-1)くゆくが〉
2(1 +m) 
+sくr14r22>+ -， -..~ --/ s(s-1)くrtZr22>くrtZ>
m 
(.， 1¥ くR12R24>=¥1 +一一)s(s-1)s(s -2)くrt2>くが>2十s(s-l)くr12>くre>、 m/ 
2( 1 +m) 
十sくrケ24>十 s(s-1 )くrt2r22>くr22>m 
これより Rt2• R2の分散 a2R12，σ2R22を求めれば，闘の !1/:を用いて，
ん=く仰一〈守R町め12>う引>)2>=く守R貯め14>う〉一く守R1zツyニs均く<rの1
一→歩iすLくの2=mQI釘民仰12 (S-日→∞〕川のとき 悶間) 
となり1)，同様にして次式を得るD
。.2R2~-"'m ，g1♂ (s→∞)のとき .・H ・..…側
すなわち，s →∞のとき闘で定義した TF¥2とTF2の相関係数 (Jeは悌.(却を考慮して，個々の酔歩における相関
....1.・(7.品
量と次のごとく結ぼれていることが分る口
くR12R22)ーくR12)(R22) S ((Y12Y22)一(rt2)(r2Z)} 











=s (<Y12Y24>ー くYt2>くげ>lー m一 (s-1) (くrtdY2> くーY12>くyz2>1 ・.・H ・-…問)
なる関係が導かれるから，偶， i加を考慮して，酬の展開表示で相関効果を示す項のうち，上の Cllに続く C21や
C12は，任意Step数sに対L.
C21 = -~R14R22) ー <R22)<R14) s + 1 
21 = 2m2(m+ ì-)Q:f;Q2~" ~Cl1 
Cl虫=一〈R12Re)ーくR12)<R24L_s+1r.
凶 2m2(m+1).Q{.Ql2 S -'-'11 
. ~ . .， . . . . . ・自国
-…一(聞
の関係で結ぼれることが分る口すなわち， Cll は s→∞のとき~に漸近するから C2h C12はs→∞のときm 
C?'l-" -( くR14川Rι即船22め勺〉一く伺Rι貯1J川4り〉
21一争一-¥γ2函正πCm+1)川9戸dι;~+tn)
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